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Abstract

POMENKOVA, J.: Optimum kernels. Acta univ. agric. et silvic. Mendel. Brun., 2004, LII, No. 3, pp.

69-78

Kernel smoothers belong to the most popular nonparametric functional estimates. They provide a
simple way of finding structure in data. Kernel smoothing can be very well applied on the regression
model. In the context of kernel estimates of a regression function, the choice of a kernel from the dif-
ferent points o view can be investigated. The main idea of this paper is to present construction of the
optimal kernel and edge optimal kernel by means of the Gegenbauer and Legendre polynomial.

kernel, optimum kernel, optimum edge kernel

UvVoD

Jadrové funkce hraji vyznamnou roli v jadrovych
odhadech, resp. v jadrovém vyhlazovani. V rozmani-
tosti statistickych kiivkovych odhadi v¢etné nepara-
metrické regrese, odhadl hustoty a funkénich kiivek
jadrové vyhlazovani nabizeji jednoduchy zpiisob jak
tyto odhady konstruovat. Problematika jadrového
vyhlazovani je zaloZena na odhadech, které vyuzivaji

ZAKLADNI DEFINICE A VETY

specidlnich funkci, tzv. jader, spliiujicich momentové
podminky. Vysledné odhady s pouzitim jader pak
prinaseji peknéjsi kiivky. Aby vsak odhad byl co
nejlepsi, je tfeba optimalizovat parametry jadrového
vyhlazovéni. Jednim z nich je volba jadra. Nésledu-
jici prispévek zamétuje pozornost na zptisob, jak najit
a zkonstruovat takovou jadrovou funkci.

Definice 2.1: Necht' v, k jsou nezaporna cela cisla, 0 < v <k. Necht K € Lip[-1, 1], nosi¢ (K) =[-1, 1]. Necht

K spliuje nasledujici momentove podminky

Il YK(xX)dx = {

0

1)"v!
B.#0

0<j<kj+v
Jj=v (D
j=k

Funkce s témito vlastnostmi se nazyva jadro vadu (v, k) a piSeme K € M _,.

Poznamka: Lip/a,b] oznacuje tiidu spojitych funkei spliujicich Lipschitzovu podminku na [a,b]:

g) —gO)I =L - k—y|

Vx,y € [ab], L >0, L =konstanta.

Definice 2.2: Necht' v, k jsou nezdapornd cela cisla takova, ze plati: 0 < v <k, va k maji stejnou paritu.
Funkci K € C#[-1, 1] nosic (K) = [-1, 11, spliujici podminky
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(K (-1)=K(1)=0,j=0,...,u—1

0 0<j<kj#v
(ii) I‘ fo(x)dx={(—1)VV! j=v ) )
! B#0  j=k

nazyvame hladkym jadrem iadu (v, k) a tiidu takovych jader znacime M, .

Definice 2.3: Reknéme, Ze redlnd funkce g definovand na konecném nebo nekonecném intervalu [a, b] ma r
znaménkovych zmén, jestlize existuje r+1 intervalii [x, ,x] < [a, bl,i=1,...,r+1,x,=a,x,_ =b:

1. g0)g(y) = 0 pro kazdé x,y € [x, x]i=1,...,r+ 1, nebo s ostrou nerovnosti pro kazdé x, y, € D, C
[x,, x], kde D, ma nenulovou Lebesgueovu miru

2.g(x)g() <0 prokazdéx, e [x_ x]yely, ,yli=1,...,r

Oznacme ch(g) = r poc¢et znaménkovych zmén funkce g na [a, b].

Véta 2.4: Necht K € M ,. Pak ch(K) =k - 2.

Zaved'me si pojem Gegenbauerovy polynomy a uved'me si nékteré jejich vlastnosti, kterych dale vyuzi-
jeme.

Gegenbauerovy polynomy C? (x) jsou polynomy ortogonalni na intervalu [-1,1] s véhovou funkci
w(x) = (1 —x»)*"2 kde a je realny parametr, a > 1/2,

0 m#n
1
1 _ y2\o-172 a, o —
L( ¥ GG, 21T (n+20) _ ®)
= "7 a#0n=m
nl(a+n)(I(@)*
I'(.) je gama funkce.
Pro Gegenbauerovy polynomy plati nasledujici rekurentni vztahy
“ _ 2atn) ey 20401
. (x) paw xCi(x) paw C (x),n=1,
“4)
Cix) =1, Cj(x) = 20x
— 1 i o _ i a 5
GO 3 \& oW~ & Cnl(x)) nzl, ®)
C=) =1)Cix), x € [-1, 1],

(6)

T'(nt+2

ciny = ycn =2
k+1)(k+2

(-0 =D EE2 oy p o, Q)

2k+3

kde P (x) je Legendretiv polynom stupné k.

Poznamka: Z Gegenbauerovych polynomi mizeme odvodit tvar tzv. Legendreovych polynomu. Pro o = 1/2
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totiz plati C'(x) = P (x), kde C*(x) je Gegenbaueriiv polynom a P (x) je Legendrelv polynom. (viz. [5])
Ozna¢me

n k
Cno(x) = Z Cna rx "a Pk(x) = Zp i/fxi‘
=0 i=0
Véta 2.5: Necht' v,k € N, (v +k) sudé, 0 < v <k —2. Pak plati nasledujici vztah
k=1
wy = ZFZV;](OL treg, .

KONSTRUKCE OPTIMALNICH JADER

®)

Asymptoticka integralni stfedni kvadratickd chyba jadrového odhadu v -té derivace regresni funkce zavisi
na jadfe prostiednictvim funkcionalu

T(K) = (( J:lle(x)dx)kiw K (x)dx IZV”)M 1_

Pomoci minimalizace 7(K) muzeme najit vhodny tvar jadra tak, aby odhad 7 byl co nejlepsi, tzn. aby
pramérnd stiedni kvadraticka chyba AMSE, jejiz prostiednictvim muzeme méfit kvalitu odhadu, byla co
nejmensi.

)

Budeme-li fesit variacni problém
.. J' !
minimum C, = | K(x)dx, KeM, ,
pak jeho feSenim jsou jadra nazyvana jadra s minimalnim rozptylem.

Véta 3.1: Jadra s minimdlnim rozptylem K € M, jsou jednoznacné urcené polynomy stupné (k —2) omezené
na intervalu [-1,1]. Tyto polynomy jsou sudé funkce pro k sudé, liché funkce pro k liche. Tyto polynomy maji

k — 2 realnych korenii na intervalu [-1,1]. Explicitni formule je dana vztahem (10)
( )V v! k—
Kx) = Z Qi+ p, P(x),

kde
P@)=2pix

a P(x) je Legendreitv polynom.

Definice 3.2: Necht nosic (K) = [-1,1]. Jadro K radu (v, k) se nazyva optimalni, jestlize

() ch(K)=k-2
(i) T(K): = (I K)dxy ]! K )dx [ = P je minimdlni.

Optimalni polynomy K jsou polynomy stupné %, jejichz vSechnykoteny jsou realné, rizné a lezi v intervalu
[-1,1]. Body —1, 1 jsou rovnéz koteny. Explicitni formule je pomoci Legendreovych polynomu vyjadrena
takto:

2k+1

ooy k
ko= SO Y @re e+, 2L pp, xe 1)

kde

= [ vk )dx = ((2}\7):11) kz @r+
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Véta 3.3: Nech’ K e M, .. .. jejadro s minimdalnim rozptylem a K je optimalni jadro (0 < v<k — 2,
(v+X) sudé). Pak

%K(x}=1€(x),x e (-1,1) (11)

Diikaz: Je ziejmé, Ze optimalni jadro K mizeme vyjadfit ve tvaru

(X)). (12)

A dale

d _ v
KW=

k
F5Y @t p (P - P

Piimym vypocétem a dosazenim formule (5) s hodnotou o = 1/2 vyplyva
(k)2

Pl(x) - P(x)—fZ:(Z(r+2171)+l)Pﬁ2 ()

Vil (k)2
diiK(x) HeED™ 1) Z(ZrJrl)p Z(Z(r+2zfl)+1)P'+2, ), (13)

(k-r)/2 je vzdy celé Cislo, protoze k, r jsou ob¢ suda nebo ob¢ licha. Tento fakt plyne ze vztahu (6).
Piipomefime, Ze pro jadra s minimalnim rozptylem K € M L 414+, Dlati vztah

(k1)

& =S ek 1y P ), (14)

r=v+l

Koeficienty ¢lenu P (x), r < v +2j <k—2 ve vyjadreni (14) jsou

v+2i—1

G+ Dieh™ 1)’2(*1)”1 Q(r+2j+ 1)+ Dzt (15)
a odpovidajici koeficienty ze vztahu (13)
1(—1)v+! k
%(2(r+2j+1)+1)2(2r+l/)p;. (16)

Naproti tomu vztah (8) nam pro a = 1/2 dava vhodné indexy

2j+v
(v+1)p253+v—2;(2r+ p”. (17)
Je zfejmé, Ze porovnanim vztaht (15), (16) a (17), vztah (11) plati.

Lemma 3.4: Funkcional T (K) je invariantni vzhledem k transformaci H;: L* — L*, H: K(-) — (6"™") !
K() Tedy plati T (K) = T (K)).

Diikaz: Chceme ukazat, ze funkcionaly
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&)= ((Jj Kwds) | [ ks I”)_

= (o pe) "1 1 1)

se sob& rovnaji. Proved'me v prvnim i druhém ¢lenu funkcionalu T(K) stejnou substituci, a to % , X = ud,
dx = ddu. Pak pro prvni ¢len funkcionalu plati

kv 5 kv
(1 ﬁ[(l(g)dx) (I y(—(zmle(u)du) - 52%)“ - (" kan)

a pro druhy c¢len funkcionalu

1
[

s : oo o
K™ = 1] O Ky 17! = [ kg |

1/0 52 v+l

5v+]

Po dosazeni obdrzime

Ky = ((Ilgzosz(é)d) ]1 5W]K(5)d IMI)M_H:

2
/o 5k+ 2 1 1/ 211 2T
(52<w1><k D) (L/stQ(”)d”) 5w1 w| I,l/,s”kK(”)d” | w) -

2

|5(k 9| 20+1) (J~1/o ) -y IW ) ZVH)m
TR\ K(u)du | WK (w)du | =

2
1/6 vzl
(a1 ka2 )T
Tedy skute¢né plati T'(K) = T(K)).

Nasleduje strucna ukazka optimalnich jader. Oznac¢me optimalni jadro K,

K opt

—4(@*-1)

33 (z® — 1)(72° - 3)

— (7 — 1) (332" — 3022 + 5)

305 (77 — 1) (71525 — 100127 + 3852% — 35)

10 | — 255 (2% — 1)(41992° — 79562° + 4914z" — 109227 + 63)

00 Oy W] DI &
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v=1
k | Kot
3 [ Zr(—1)
56 —3—33( ") (9% = 5)
315

seeT(z? — 1)(143z* — 154z% + 35)

9 igggz( —1)(11052° — 1755z* + 819z% — 105)

11 | 3085 (57 — 1)(2600152° — 142122° + 1009827 — 27722% + 231)

| v=2

Kopt

35 (% — 1)(772 — 582° + 5)

k
4 | -T2(=* - 1)(52* - 1)
6
8

— S (z? — 1)(17552° — 2249z + 721z% — 35)

10 | 225 (4% Z1)(35532° — 63922° + 36187” — 67227 + 21)

12 | — s (2® — 1)(676039z™° — 15623513 + 127197425
429726z + 528992 — 1155)

STRUCNA GRAFICKA UKAZKA

s

-0.

0.8 ~0.6 ~0.4 02 o 0.2 0.4 LX) 08 -0.8 -06 ~0.4 0.2 ° 02 0.4 os

1: Optimalni jadro radu (0,2) 2: Optimalni jadro radu (0,4)

ost

-08) E

-1

-1.5F
"

" 1 1 N " " " L . L . " n " 3 2 " 1
-08 -08 0.4 0.2 ) 0.2 0.4 oe 0.8 1 =) -0.8 -0.6 _o 4 _n 2 [ 0.2 0.4 LX) [X]

3: Optimalni jadro radu (1,3) 4: Optimalni jadro radu (1,5)
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OPTIMALNI JADRA S NESYMETRICKYM NOSICEM

Véta 3.5: Necht'r, i =1, ..., (k— v) /2 jsou nezdporné koreny polynomu dd'; 02)(x). Pak pro kazdé
1—
q,= 1: i=1,... (k—v)/2jsou optimalni hranicni jadra leva polynomy stupné k + 2 definované
r

e (1 ()) SEED(s 0 ()

r=v

kde

a =] (1-2) (C (x)Pdx

a c32 je koeficient poplynomu Cf/Q(x) = Z;:o cix
Jadro K nazyvame optimalni hrani¢ni jadro levé. Plati K €S a
opt,L opt,L

vk, L

Ke C'[-1,q] nosis(K) = [ 1, 0<g <1,

K(-1)=K(q) =0,
Sl = . 0 Q§j<k,j;é1/
Ll X Kx)dx=< (-1)"v! J= v
By =k

Analogicky lze toto provést pro optimalni hrani¢ni jadra prava.

Ukazme si odvozeni optimalniho hrani¢niho jadra levého K., Soas PrO k=0, v =4 plati

K0~ 2(1_(2x q+ 1) ) 30 C:/(zc(]zﬁl;) (Z c 8;‘3

2v—g+1 5P ((1-9)
2 (xq )3 2wy )

kde

Cg/z(x)= 1 C3/2(x) 3x C”(x) _ISX _%’

G () —Z e,

C3/2( )_ 2 ¥ 7?5)(’

=[' (1 =) (C )y =] 1dx=%,
=I (1 =0%) (€)= of (1 xdx =32,

_[ (1 — 2) (C3/2(x))2d 9 -[,1 (1- 2) (5x _ )2dx:27_4
I' (1= (C(x)ydx =ﬂ’l (1-x%) (3522 — 15x)dx =2,

Nezéporny nenulovy kofen polynomu
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C, (=2 10r-3)jer, = \/7%

Ozna¢me si

_2x—qt1  1-g¢q
R B (19)

Po dosazeni a nasledné tipravé obdrzime

_ 3G L, G L, L TGD L 9G]
kuwmz0-n | Gfam e goifer e e w geiare] -

=(1_P)[g+15.3r3+lélsp_l . 1+9§i7-p . _3]
w0 L2 T E 13 3 BT DG D e ST 3D (723

_(a-7m 3 135 - 45 - .

Dosadime-li do T, z K., hodnotu ¢ = 0.2087, obdrzime po tpravé optimalni hrani¢ni jadro levé fadu (0,4)
s nosi¢em [—1, 0.2087].

() (o) (3 ) (2 )2)

Uved'me si n¢kolik formuli pro optimalni hrani¢ni jadra leva

Kopt.L € Suk,L | nosi¢ Optiméln{ hraniéni jédra

Kopit, € S0z | [=1,0.2087) | Kopro(a) = 32((3y/(3/7) +3) — (60/(3/7)+
(115\ﬂ3/7) +75)z8 — (58\ﬂ3/7) 38)z%)
Ko € Sont | |=1,0.0928] | Kopr,z(2) = 6.6115 — 498.91092” — 2439.72932°—
—4635.5897z% — 3923.9072z° — 1235.74732°

Kotz € Siz | 1=1,02679] | Kopr,p(z) = —4.1897 — 114.4646z + 1196.12572°+
+2042.4226z* + 956.5718z°

SOUHRN
Jadrové odhady nabizeji jednoduchy zplsob jak popsat strukturu dat. Jedno z nejznaméjsich vyuziti
myslenky jadrovych odhadi mize byt aplikovan na jednoduchy regresni model. Ve smyslu jadrovych
odhadt hraje velmi dileZitou roli vybér jadra. V tomto ¢lanku je podan stru¢ny navod na konstrukci
optimalnich jader ve smyslu Gegenbauerovych a Legendreovych polynomu a nasledné vyvozeni opti-
malnich hraniénich jader.

jadro, optimalni jadro, optimalni hrani¢ni jadro
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