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Abstract

POMĚNKOVÁ, J.: Optimum kernels. Acta univ. agric. et silvic. Mendel. Brun., 2004, LII, No. 3, pp. 
69-78

Kernel smoothers belong to the most popular nonparametric functional estimates. They  provide a 
simple way of finding structure in data. Kernel smoothing can be very well applied on the regression 
model. In the context of kernel estimates of a regression function, the choice of a kernel from the dif-
ferent points o view can be investigated. The main idea of this paper is to present construction of the 
optimal kernel and edge optimal kernel by means of the Gegenbauer and Legendre polynomial.

kernel, optimum kernel, optimum edge kernel
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Úvod
Jádrové funkce hrají významnou roli v  jádrových 

odhadech, resp. v jádrovém vyhlazování. V rozmani-
tosti statistických křivkových odhadů včetně nepara-
metrické regrese, odhadů hustoty a funkčních křivek 
jádrové vyhlazování nabízejí jednoduchý způsob jak 
tyto odhady konstruovat. Problematika jádrového 
vyhlazování je založena na odhadech, které využívají 

speciálních funkcí, tzv. jader, splňujících momentové 
podmínky. Výsledné odhady s  použitím jader pak 
přinášejí pěknější křivky. Aby však odhad byl co 
nejlepší, je třeba optimalizovat parametry jádrového 
vyhlazování. Jedním z nich je volba jádra. Následu-
jící příspěvek zaměřuje pozornost na způsob, jak najít 
a zkonstruovat takovou jádrovou funkci.

Základní definice a věty

Poznámka: Lip[a,b] označuje třídu spojitých funkcí splňujících Lipschitzovu podmínku na [a,b]:

|g(x) – g(y)| ≤ L . |x – y|           x, y ∈ [a,b], L > 0, L  = konstanta. 

Definice 2.2: Nechť ν, k jsou nezáporná celá čísla taková, že platí: 0 ≤ ν  ≤ k, ν a k mají stejnou paritu. 
Funkci K ∈ C μ [–1, 1] nosič (K) = [–1, 1], splňující podmínky

Definice 2.1: Nechť ν, k jsou nezáporná celá čísla, 0 ≤ ν  < k. Nechť K ∈Lip[–1, 1], nosič (K) = [–1, 1]. Nechť 
K splňuje následující momentové podmínky

	 0	 0 ≤ j < k, j ≠ ν

 ∫
1 xjK(x)dx =      (–1)νν !     j = ν                 .� (1)

	 βk ≠ 0	  j = k–1 {
Funkce s těmito vlastnostmi se nazývá jádro řádu (ν, k) a píšeme K ∈ Μν, k.

A



(i) Kj (–1) = Kj (1) = 0, j = 0, . . . , μ – 1

nazýváme hladkým jádrem řádu (ν, k) a třídu takových jader značíme Μν, k.

Definice 2.3: Řekněme, že reálná funkce g definovaná na konečném nebo nekonečném intervalu [a, b] má r 
znaménkových změn, jestliže existuje r+1 intervalů [xi–1, xi] ⊂ [a, b], i = 1, . . . , r + 1, x0 = a, xr+1 = b:

1. g(x)g(y) ≥ 0 pro každé x, y ∈ [xi–1 xi] i = 1, . . . , r + 1, nebo s ostrou nerovností pro každé x, y, ∈ Di ⊂ 
[xi–1 xi], kde Di má nenulovou Lebesgueovu míru

2. g(x)g(y) ≤ 0 pro každé x, ∈ [xi–1 xi] y ∈ [yi–1 yi] i = 1, . . . , r.

Označme ch(g) = r počet znaménkových změn funkce g na [a, b].

Věta 2.4: Nechť K ∈ Μν,k. Pak ch(Κ) ≥ k – 2.

Zaveďme si pojem Gegenbauerovy polynomy a uveďme si některé jejich vlastnosti, kterých dále využi-
jeme. 

Gegenbauerovy polynomy Cn (x) jsou polynomy ortogonální na intervalu [–1,1] s  váhovou funkcí 
w(x) = (1 – x2)α–1/2, kde α je reálný parametr, α > 1/2,

Γ(.) je gama funkce.

Pro Gegenbauerovy polynomy platí následující rekurentní vztahy

	 2(α+n)	 2α+n–1Cn+1(x) =              xCn(x) –                Cn–1 (x), n ≥ 1,	 n+1	 n+1

� (4)
C0(x) ≡ 1, C0(x) = 2αx

	 1	 d	 dCn(x) =              (    Cn+1(x) –      Cn–1(x)) , n ≥ 1,	 2(α+n)	 dx	 dx

Cn(–x) = (–1)nCn(x), x ∈ [–1, 1],
� (6)

	
Γ(n+2α)Cn(1) = (–1)nCn(–1) =             ,	 n!Γ(α)

	 (k + 1) (k + 2(1 – x2)Ck  (x) =                       (Pk(x) – Pk+1(x)),
	 2k + 3

kde Pk(x) je Legendreův polynom stupně k.

Poznámka: Z Gegenbauerových polynomů můžeme odvodit tvar tzv. Legendreových polynomů. Pro α = 1/2  
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	 0	 0 ≤ j < k, j ≠ ν

 (ii) ∫
1 xjK(x)dx =      (–1)νν !     j = ν                 .� (2)

	 βk ≠ 0	 j = k–1 {
μ

α 

	 0	 m ≠ n

∫
1 (1 – x2)α–1/2 Cn(x)Cm(x)dx =                                               ,� (3)

		  α ≠ 0 n = m–1 {α α 

�21–αΓ(n+2α)
n!(α+n)(Γ(α))2

α α α 

α α 

α α α (5)

α α 

α α 

3/2 (7)
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totiž platí Cn  (x) = Pn(x), kde Cn  (x) je Gegenbauerův polynom a Pn(x) je Legendreův polynom. (viz. [5])
Označme 

Cn(x) = ∑ cn,rxr a Pk(x) = ∑ pi xi.

Věta 2.5: Nechť ν , k ∈ N, (ν  +k) sudé, 0 ≤ ν  ≤ k – 2. Pak platí následující vztah

νck,ν = 2 ∑ (α + r) ck,ν – 1.

Konstrukce optimálních jader

Asymptotická integrální střední kvadratická chyba jádrového odhadu ν -té derivace regresní funkce závisí 
na jádře prostřednictvím funkcionálu

T(K) = ((∫
1K2(x)dx)k–ν

 ∫
1 xkK(x)dx2ν +1)      .

Pomocí minimalizace T(K) můžeme najít vhodný tvar jádra tak, aby odhad m(ν) byl co nejlepší, tzn. aby 
průměrná střední kvadratická chyba AMSE, jejíž prostřednictvím můžeme měřit kvalitu odhadu, byla co 
nejmenší.

Budeme-li řešit variační problém

minimum CK = ∫
1
 K(x)dx,    K ∈ Μν, k ,

pak jeho řešením jsou jádra nazývána jádra s minimálním rozptylem.

Věta 3.1: Jádra s minimálním rozptylem K ∈ Μν, k  jsou jednoznačně určené polynomy stupně (k – 2) omezené 
na intervalu [–1,1]. Tyto polynomy jsou sudé funkce pro k sudé, liché funkce pro k liché. Tyto polynomy mají 
k – 2 reálných kořenů na intervalu [–1,1]. Explicitní formule je dána vztahem

	 (–1)νν !
K(x) =                ∑ (2i + 1)pν Pi(x) ,

	 2

kde
Pi(x) = ∑ pr xr

a Pi(x) je Legendreův polynom.

Definice 3.2: Nechť nosič (K) =  [–1,1]. Jádro K řádu (ν , k) se nazývá optimální, jestliže
(i) ch(K) = k – 2
(ii) T(K): = (∫–1 K2(x)dx)k–ν ∫–1 xkK(x)dx2ν +1 = CK   βk

2ν +1 je minimální.

Optimální polynomy K jsou polynomy stupně k, jejichž všechnykořeny jsou reálné, různé a leží v intervalu 
[–1,1]. Body –1, 1 jsou rovněž kořeny. Explicitní formule je pomocí Legendreových polynomů vyjádřena 
takto:

	 (–1)νν !	 2k + 1K(x) =                ∑ (2r + 1)pν Pr(x) + βk               pkPk(x), x ∈ [–1,1]
	 2	 2

kde

	 (–1)ν + 1ν !βk = ∫
1
 xkK(x)dx =                  ∑ (2r + 1)pν  .	 (2k + 1)pk 

1/2 1/2 

α α 
n k

r=0 i=0

k

(8)

(9)

k – 1

r=ν –1
α α 

(10)

–1

–1

2
2k + 1

ˆ

–1

k – 2

i=ν 

i

i

k–ν11

k
k

r=ν 

r

–1
r

r=ν k

k
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Věta 3.3: Nechť K  ∈  Μν +1, k+1 je jádro s minimálním rozptylem a K je optimální jádro (0 ≤ ν ≤ k – 2, 
(ν + k) sudé). Pak

	 d     K (x) = K (x), x ∈ (–1,1)	 dx

Důkaz: Je zřejmé, že optimální jádro K můžeme vyjádřit ve tvaru

	 ν!(–1)ν
K (x) =             ∑ (2r + 1)pν (Pr(x) – Pk(x)).	 2

A dále

	 d	 ν!(–1)ν
K (x) =             ∑ (2r + 1)pν (Pr(x) – Pk(x)).	 dx	 2

Přímým výpočtem a dosazením formule (5) s hodnotou α = 1/2 vyplývá

Pr(x) – Pk(x) = – ∑ (2(r + 2i – 1) + 1)Pr+2i–1(x)

a

	 d	 ν!(–1)ν +1
K (x) =                  ∑ (2r + 1)pν ∑ (2(r + 2i – 1) + 1)Pr+2i–1(x),

	 dx	 2

(k-r)/2 je vždy celé číslo, protože k, r jsou obě sudá nebo obě lichá. Tento fakt plyne ze vztahu (6).
Připomeňme, že pro jádra s minimálním rozptylem K ∈ Μν +1, k+1 platí vztah  

	 (–1)ν +1 (ν +1)!K(x) =                         ∑ (2r + 1)pν +1Pr(x).	 2

Koeficienty členu Pν + 2j – 1 (x), r ≤ ν  + 2j ≤ k – 2 ve vyjádření (14) jsou

	
(ν + 1)!(–1)ν +1
                          (2(r + 2j + 1) + 1)pν +1	 2

a odpovídající koeficienty ze vztahu (13)

	 ν !(–1)ν +1
                (2(r + 2j + 1) + 1) ∑ (2r +ν)pν .	 2

Naproti tomu vztah (8) nám pro α = 1/2 dává vhodné indexy

(ν +1)pν +1    = ∑ (2r + 1)pν .

Je zřejmé, že porovnáním vztahů (15), (16) a (17), vztah (11) platí.

Lemma 3.4: Funkcionál T (K) je invariantní vzhledem k transformaci Hδ: L2 → L2, Hδ: K(.) → (δν +1) –1 
K      . Tedy platí T (K) = T (Kδ).

Důkaz: Chceme ukázat, že funkcionály

˜

˜ (11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

r
r=ν 

k

r
r=ν 

k

´
(k–r)/2

i=1 
´

r
(k–r)/2

i=1 

k

r=ν 

˜

r
(k–1)

˜
r=ν +1

2j+1+ν

r

r=ν

k

(17)2j+1+ν r

r=ν

2j +ν

(δ).



T(K) = ((∫
1
 K2(x)dx)k –ν

   ∫
1 
xkK(x)dx

 
 2ν+1)

a

	 1	 x	 1	 xT(Kδ) = ((∫
1      

      K2 (  )dx)k –ν

   ∫
1  

xk      K(  )dx
 
 2ν+1)	 δ2(ν +1)	 δ	 δν+1	 δ

se sobě rovnají. Proveďme v prvním i druhém členu funkcionálu T(Kδ) stejnou substituci, a to      , x = uδ, 
dx = δdu. Pak pro první člen funkcionálu platí

	 1	 x	 δ	 1(∫
1      

          K2(   )dx)k –ν

 = (∫
1/δ  

          K2(u)du)k –ν

 =                (∫
1/δ

 K2(u)du)k –ν

	 δ2(ν +1)	 δ	 δ2(ν+1)	 δ2(ν+1)(k–ν)

a pro druhý člen funkcionálu

	 1	 x	 (uδ)k	 δk+1
∫

1  
xk

    
      K(   )dx

2ν+1 = ∫
1/δ  

          K(u)du 2ν+1 =         ∫
1/δ

 ukK(u)du 2ν +1.
	 δν +1	 δ	 δ2ν+1	 δν +1

Po dosazení obdržíme

	 1	 x	 1	 xT(Kδ) = ((∫
1      

       K2 (  )dx)k –ν

   ∫
1  

xk      K(  )dx
 
 2ν+1)     =	 δ2(ν +1)	 δ	 δν+1	 δ

	 1	 δk+1
= (                (∫

1/δ  
K2(u)du)k –ν

        
2ν+1

 ∫
1/δ  

ukK(u)du 2ν+1)     =	 δ2(ν+1)(k–ν)	 δν+1

	 δ(k–ν)2(ν+1)
= (                    (∫

1/δ  
K2(u)du)k –ν 

 ∫
1/δ  

ukK(u)du 2ν+1)      =
	 δ2(ν+1)(k–ν)

= ((∫
1/δ  

K2(u)du)k –ν 
 ∫

1/δ  
ukK(u)du 2ν+1)      .

Tedy skutečně platí T (K) = T(Kδ).

Následuje stručná ukázka optimálních jader. Označme optimální jádro Kopt.
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Stručná grafická ukázka

1: Optimální jádro řádu (0,2)	 2: Optimální jádro řádu (0,4)

3: Optimální jádro řádu (1,3)	 4: Optimální jádro řádu (1,5)



Optimální jádra s nesymetrickým nosičem

	 dν
Věta 3.5: Nechť ri, i = 1, . . . , (k – ν ) /2 jsou nezáporné kořeny polynomu      C3/2 (x). Pak pro každé 	 dxν

	 1–riqi =          , i = 1, . . ., (k – ν ) /2 jsou optimální hraniční jádra levá polynomy stupně k + 2 definované
	 1+ri

	 2x – qi + 1	 Cr     (        )	 (1 – qi)
j –ν 	 j

Kopt,L(x) = (–1)νν !2ν +1 (1 – (                  )2) × ∑                  (∑cj                (   )) ,
	 qi + 1	 ar(qi + 1)	 (1 + qi)

j	 ν

kde

ar = ∫
1
 (1 – x2) (Cr   (x))2dx

a cr   je koeficient poplynomu Cr  (x) = ∑j=0 cjxr.

Jádro Kopt,L nazýváme optimální hraniční jádro levé. Platí Kopt,L ∈ Sν,k,L a

	 K ∈ C1 [–1, q], nosič(K) = [– 1, q], 0 < q < 1,
	 K(–1) = K(q) = 0,
	 Sν,k,L =	 0	 0 ≤ j < k, j ≠ ν       .
	 ∫–1 xj K(x)dx = 	 (–1)νν !	 j = ν
		  βk	 j = k

Analogicky lze toto provést pro optimální hraniční jádra pravá.

Ukažme si odvození optimálního hraničního jádra levého Kopt,L S0,4,L. Pro k = 0, ν  = 4 platí

	 2x – q + 1	 Cr    (        )	 (1 – q)j
Kopt,L(x) = 2 (1 – (                  )2

 ) × ∑                   (∑ cj              ) =
	 q + 1	 ar(q + 1)	 (1 + q)j

	 2x – q + 1	 Cr    (        )	 (1 – q)2 (1 – (                  )2

 ) × ∑                   Cr   (            ) ,
	 q + 1	 ar(q + 1)	 (1 + q)

kde
	 C0   (x) = 1,   C1   (x) = 3x,   C2   (x) =    x2 –    ,
	 C0   (x) = ∑j=0 cjxj,
	 C0   (ri) =     x3 –     x,

	 a0 = ∫–1 (1 – x2) (C0  (x))2dx = ∫–1 1dx =    ,
	 a1 = ∫–1 (1 – x2) (C1  (x))2dx = 9 ∫–1 (1 – x2)x2dx =    ,
	 a2 = ∫–1 (1 – x2) (C2  (x))2dx =    ∫–1 (1 – x2) (5x2 – 1)2dx =    ,
	 a3 = ∫–1 (1 – x2) (C2  (x))2dx =    ∫–1 (1 – x2) (35x2 – 15x)2dx =    .

Nezáporný nenulový kořen polynomu
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(18)
(k–1)

r=ν

(k–1)

3/2 2x – qi+1
qi+1

j=ν

r
r

3/2
–1

3/2 rr3/2

{ }{q

2x – qi+1
qi+1

2x – qi+1
qi+1

3/23 r

r=0 j=0

r=0

3
3/2

3/2

3/2 3/2 3/2 15
2

3
2

3/2 r r

3/2 35
2

15
2

1 3/2 1 4
3

1 3/2 36
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1 3/2 9
4

1
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7

1 3/2 1
4

1 40
9



76	 J. Poměnková

SOUHRN
Jádrové odhady nabízejí jednoduchý způsob jak popsat strukturu dat. Jedno z nejznámějších využití 
myšlenky jádrových odhadů může být aplikován na jednoduchý regresní model. Ve smyslu jádrových 
odhadů hraje velmi důležitou roli výběr jádra. V tomto článku je podán stručný návod na konstrukci 
optimálních jader ve smyslu Gegenbauerových a Legendreových polynomů a následné vyvození opti-
málních hraničních jader. 

jádro, optimální jádro, optimální hraniční jádro

	 5	 3	 1 – rC3  (r) =     r(7r2 – 3) je r2 = √    . Pak q =           = 0.2087.
	 2	 7	 1 + r

Označme si 

	 2x – q + 1	 1 – q
T =                   , z =             . 	 q + 1	 1 + q

Po dosazení a následné úpravě obdržíme

	 3C0  (T)	 15C1  (T)	 7C2  (T)	 9C2  (T)
Kopt,L = 2 (1 – T2) [               C0   (z) +                  C1   (z) +                 C2   (z) +                 C3   (z)] =

	 4(q + 1)	 36(q + 1)	 24(q + 1)	 40(q + 1)

	 (1 – T2)	 3	 15 . 3T	 7	 3	 3	 25	 1=               [     +              3z +                 (5T2 – 1) (5z2 – 1) + 9           (7T3 – 3T) (7z3 – 3z)] 	 (q + 1)	 2	 18	 12	 2	 2	 4	 20

	 (1 – T2)	 3	 135	 21	 45=                [     +       Tz +      (5T2 – 1) (5z2 – 1) +       (7T3 – 3T) (7z3 – 3z)].	 (q + 1)	 2	 18	 16	 16

Dosadíme-li do T, z Kopt,L hodnotu q = 0.2087, obdržíme po úpravě optimální hraniční jádro levé řádu (0,4) 
s nosičem [–1, 0.2087].

	 30	 3	 3	 3	 3Kopt,L (x) =      (( 3√     + 3) – ( 60√     + 40)x2 – (115√     + 75)x3 – (58√     – 38)x4).
	 49	 7	 7	 7	 7

Uveďme si několik formulí pro optimální hraniční jádra levá 

(19)

3/23/2 3/2
3/2 3/2 3/2

3/2
3/2
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